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はじめに

リー群には, それから構成されるリー環がある. 本論文では, リー群から構成されるリー環とその

性質についてまとめた.

第 1章では, リー群とその準同型を定義した.

第 2章では, リー環とその準同型を定義した.

第 3章では, リー群からリー環を構成し, その性質についてまとめた.

本論文を書くにあたり, 田丸博士先生をはじめ, 奥田隆幸先生, 久保亮先生, 並びに, ゼミの先輩

方には, 多くのご指導をいただきました. この場をお借りして, 深く御礼申し上げます.
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1 リー群

1.1 リー群の定義

定義 1.1. 集合 Gがm次元リー群であるとは, 以下が成り立つこと:

(i) Gはm次元 C∞ 級多様体.

(ii) Gは群.

(iii) 以下の群としての積をとる演算, 逆元をとる演算を定義する写像がともに C∞ 級写像.

Φ : G×G→ G : (g, h) 7→ gh (1.1)

Ψ : G→ G : g 7→ g−1 (1.2)

位相空間としての G が連結であるとき連結リー群, コンパクトであるときコンパクトリー群と

呼ぶ.

例 1.2. 以下はm次元連結リー群である:

(1) Rm.

(2) m次元実ベクトル空間 V .

証明. (1), (2)ともにm次元連結 C∞ 級多様体であり, 可換群である. また, これらが条件 (iii)を

満たすことは明らかである.

V をm次元実ベクトル空間とする. このとき以下を定義する:

HomR(V, V ) := {f : V → V |実線型写像 }.
GLR(V ) := {f ∈ HomR(V, V ) |実線型同型写像 }.

例 1.3. V をm次元実ベクトル空間とする. 以下はm2 次元リー群である:

(1) GL(m,R).
(2) GLR(V ).

証明. (1)を示す. まず, (aij) ∈ M(m,R) 7→ (a11, . . . , a1m, . . . , am1, . . . , amm) ∈ Rm2

によって,

M(m,R)と Rm2

が同相となるようにM(m,R)上に位相を定める. これによってM(m,R)がm2

次元 C∞ 級多様体であることは容易にわかる. また, GL(m,R)はM(m,R)の開集合であるから,

M(m,R)の開部分多様体となる. さらに, 行列の積をとる演算によって GL(m,R)は群となる. ま

た, (1.1)は, 成分の多項式で書くことができるので C∞ 級. (1.2)も, 成分の有理式で書くことがで

きるので C∞ 級.

(2)を示す. V の任意の基底を {v1, . . . , vm}とする. 以下の写像を考える:

I∗ : HomR(V, V ) →M(m,R) : f 7→ A(f) (1.3)
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ただしここで, A(f)は f の基底 {v1, . . . , vm}に関する表現行列とする. これが同相写像になるよ

うに HomR(V, V ) に位相を定める. I∗ と (1) を使えば, HomR(V, V ) が m2 次元 C∞ 級多様体で

あることは容易にわかる. また, GLR(V ) は Hom(V, V ) の開集合であるから, Hom(V, V ) の開部

分多様体となる. さらに, 写像の合成をとる演算によって GLR(V )は群となる. これが条件 (iii)を

満たすことは (1)を使って容易にわかる.

例 1.4. Gi をmi 次元リー群とする (i = 1, 2). このとき G1 ×G2 はm1 +m2 次元リー群.

証明. まず, G1 ×G2 は m1 +m2 次元 C∞ 級多様体である. これが, 群構造を持ち条件 (iii)を満

たすことは容易にわかる.

例 1.5. S1 := {z ∈ C | |z| = 1}は 1次元連結コンパクトリー群である.

証明. S1 は 1次元連結コンパクト多様体であり, 可換群である. これが条件 (iii)を満たすことは容

易にわかる.

例 1.6. H3 :=



1 x z

0 1 y

0 0 1

 | x, y, z ∈ R

をハイゼンベルグ群といい, これは, 3次元リー群で

ある.

証明. まず,


1 x z

0 1 y

0 0 1

 ∈ H3 7→ (x, y, z) ∈ Rによって, H3 と R3 が同相となるように H3 上に

位相を定める. これによって, H3 が 3次元 C∞ 級多様体であることは容易にわかる. また行列の

積によって群となることは, 簡単な計算でわかる. さらに, (1.1), (1.2)ともに成分の多項式で書け

るので, C∞ 級.

1.2 リー群準同型

定義 1.7. Gi を mi 次元リー群とする (i = 1, 2). 写像 f : G1 → G2 がリー群準同型写像である

とは以下が成り立つこと:

(i) f は群準同型写像.

(ii) f は C∞ 級写像.

とくに (ii)’ f が C∞ 級微分同相写像であるとき リー群同型写像 という. このとき G1 と G2 は

リー群として同型であるという.

例 1.8. 次で定義される写像はリー群準同型写像である:

f : R → S1 : t 7→ e
√
−1t.

証明. 容易なので略.
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例 1.9. V をm次元実ベクトル空間とする. 以下はそれぞれリー群として同型である:

(1) Rm と V .

(2) GLR(V )と GL(m,R).

証明. (1)を示す, まず, V の任意の基底を {v1, . . . , vm}とする. 以下の写像を考える.

I : R → V : (a1, . . . , am) 7→
m∑
i=1

aivi.

これは群同型写像であり, C∞ 級微分同相写像でもある. よって I はリー群同型写像であり, Rm と
V はリー群として同型.

(2)を示す. (1.3)は A(f ◦ g) = A(f)A(g)と I∗(GLR(V )) = GL(m,R)を満たす. これより

I∗ : GLR(V ) → GL(m,R)

は群準同型写像であり, これが C∞ 級微分同相写像であることは定義より明らか. よって GLR(V )

と GL(m,R)はリー群として同型.
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2 リー環

この章では k は Rまたは Cを表す.

2.1 リー環の定義

定義 2.1. gを k 上のベクトル空間とし, 写像 [, ] : g× g → gを考える. このとき, (g, [, ])が k 上

のリー環であるとは以下が成り立つこと:

(i) 写像 [, ]は双線型. (双線型性)

(ii) ∀X,Y ∈ g, [X,Y ] = −[Y,X]. (交代性)

(iii) ∀X,Y, Z ∈ g, [X, [Y,Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0. (ヤコビ律)

[, ]のことを括弧積またはブラケット積と呼ぶ.

M をm次元 C∞ 級多様体とし, その上の C∞ 級ベクトル場の全体を X(M)で表す.

例 2.2. 以下は [, ]をそれぞれ次で定義することによってリー環である:

(1) 任意の X,Y ∈ X(M), f ∈ C∞(M)に対して, [X,Y ](f) := X(Y f)− Y (Xf)とする. この

とき, X(M)は R上のリー環である.

(2) 任意の A,B ∈M(m, k)に対して, [A,B] := AB −BAとする. このとき, M(m, k)は k上

のリー環である. また, これを gl(m, k)で表す.

(3) 任意の f, g ∈ Homk(V, V )に対して, [f, g] := f ◦ g − g ◦ f とする. このとき, Homk(V, V )

は k 上のリー環である. また, これを glk(V )で表す.

(4) 任意の u, v ∈ Rm に対して, [u, v] := 0とする. このとき, Rm は R上のリー環である. ま

た, これを a(m)で表し, 可換リー環と呼ぶ.

証明. (1) を示す. 任意の X,Y ∈ X(M) に対して, [X,Y ] ∈ X(M) であることに注意して, 条件

(i), (ii)はベクトル場の和とスカラー倍の定義より簡単な計算で示せる. 条件 (iii)も定義に従って

展開すれば示せる. (2), (3)も簡単な計算で確かめられ, (4)は明らかにリー環である.

定義 2.3. V を k 上のリー環とする. W が V の部分リー環であるとは, 以下が成り立つこと:

(i) W ⊂ V : k–線型部分空間

(ii) ∀X,Y ∈W, [X,Y ] ∈W

例 2.4. h3 :=



0 x z

0 0 y

0 0 0

 | x, y, z ∈ R

は, M(3,R)の部分リー環である. また, これをハイ

ゼンベルグリー環という.

証明. 定義に従って容易に示せる.
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2.2 リー環準同型

定義 2.5. V,W を k 上のリー環とする. φ : V → W がリー環準同型写像であるとは, 以下が成

り立つこと:

(i) φは k-線型写像.

(ii) ∀X,Y ∈ V, φ([X,Y ]) = [φ(X), φ(Y )].

とくに (i)’ φが k–線型同型写像であるときリー環同型写像,さらに V =W のときリー環自己同型

写像という.

命題 2.6. U, V,W を k 上のリー環とする. このとき, 以下が成り立つ:

(1) 恒等写像 id : V → V はリー環同型写像である.

(2) φ : V →W をリー環同型写像とする. このとき, 逆写像 φ−1 もリー環同型写像である.

(3) φ : V →W,ψ : U → V をリー環準同型写像とする. このとき, φ ◦ψもリー環準同型写像で
ある.

証明. (1) は明らか. (2) を示す. まず, φ を線型同型より φ−1 も線型同型である. 次に, 任意に

z, w ∈ W をとる. このとき, ある x, y ∈ V が唯一つ存在して, z = φ(x), w = φ(y)である. φが

リー環準同型写像であることを用いて以下のように式変形できる:

φ−1([z, w]) = φ−1([φ(x), φ(y)])

= φ−1(φ[x, y])

= [x, y]

= [φ−1(z), φ−1(w)].

よって, 逆写像 φ−1 もリー環同型写像である.

(3)を示す. まず, φ,ψ 線型より合成写像 φ ◦ ψ も線型. 次に, 任意に x, y ∈ U をとる. すると, 以

下のように式変形できる:

φ ◦ ψ([x, y]) = φ(ψ([x, y]))

= φ([ψ(x), ψ(y)])

= [φ(ψ(x)), φ(ψ(y))]

= [φ ◦ ψ(x), φ ◦ ψ(y)].

よって, φ ◦ ψ もリー環準同型写像である.

例 2.7. (1.3)の定義域と値域に括弧積を定めた次の写像はリー環同型写像である:

I∗ : glR(V ) → gl(m,R)

証明. まず, I∗ は線型同型である. 次に任意の f, g ∈ glR(V )をとる. A(f ◦ g) = A(f)A(g)が成り
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立つことを用いて以下のように式変形できる:

A([f, g]) = A(f ◦ g − g ◦ f)
= A(f ◦ g)−A(g ◦ f)
= A(f)A(g)−A(g)A(f)

= [A(f), A(g)].

よって, I∗ はリー環同型写像.

例 2.8. gを k上のリー環とする. 各X ∈ gに対して adX : g → g : Y 7→ [X,Y ] と定義する.この

とき, 次はリー環準同型写像である:

ad : g → glk(g) : X 7→ adX

証明. まず, 括弧積が双線型であることを用いれば adが線型であることは容易にわかる. 次に条件

(ii)を示す. そのために, 任意に X,Y, Z ∈ gをとる. 括弧積の交代性とヤコビ律を用いて以下のよ

うに式変形できる:

ad[X,Y ](Z) = [[X,Y ], Z]

= [X, [Y,Z]]− [Y, [X,Z]]

= adX(adY (Z))− adY (adX(Z))

= [adX , adY ](Z).

よって, adはリー環準同型写像.
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3 左不変ベクトル場

3.1 左不変ベクトル場の定義

定義 3.1. Gをリー群とし, X ∈ X(G)とする. この X が左不変であるとは, 次が成り立つこと:

∀g ∈ G, ∀ξ ∈ C∞(G), X(ξ ◦ Lg) = (Xξ) ◦ Lg.

ただしここで, Lg : G→ G : h 7→ ghとする (これを左変換という).

命題 3.2. X ∈ X(G)に対して, 以下は互いに同値である:

(1) X は左不変.

(2) ∀g, h ∈ G, (dLg)hXh = Xgh.

(3) ∀g ∈ G, (dLg)eXe = Xg (ただし eは単位元).

証明. ((1) ⇒ (2)) (1)を仮定する. 任意に g, h ∈ Gをとる. (dLg)hXh = Xgh を示したい. その

ために, 任意に ξ ∈ C∞(G)をとる. すると, 以下のように式変形できる:

(dLg)hXh(ξ) = Xh(ξ ◦ Lg)
= X(ξ ◦ Lg)(h)
= ((Xξ) ◦ Lg)(h)
= Xξ(gh)

= Xghξ.

よって, (dLg)hXh = Xgh.

((2) ⇒ (3)) 明らか.

((3) ⇒ (1)) (3)を仮定する. 任意に g ∈ G, ξ ∈ C∞(G)をとる. X(ξ ◦ Lg) = (Xξ) ◦ Lg を示し
たい. そのために, 任意に h ∈ Gをとる. すると, 以下のように式変形できる:

X(ξ ◦ Lg)(h) = Xh(ξ ◦ Lg)
= (dLh)eXe(ξ ◦ Lg)
= Xe(ξ ◦ Lg ◦ Lh)
= Xe(ξ ◦ Lgh)
= (dLgh)eXe(ξ)

= Xghξ

= Xξ(gh)

= (Xξ) ◦ Lg(h).

よって, X(ξ ◦ Lg) = (Xξ) ◦ Lg. 以上より (1), (2), (3)は互いに同値である.

定理 3.3. gl(G) := {X ∈ X(G) | 左不変 }とする. このとき gl(G)は X(G)の部分リー環である.
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証明. 任意に a, b ∈ R, X, Y ∈ gl(G)をとる. aX + bY, [X,Y ] ∈ gl(G) を示したい. そのために,

任意に g ∈ G, ξ ∈ C∞(G)をとる. すると, それぞれ以下のように式変形できる:

(aX + bY )(ξ ◦ Lg) = aX(ξ ◦ Lg) + bY (ξ ◦ Lg)
= a(Xξ) ◦ Lg + b(Y ξ) ◦ Lg
= (a(Xξ) + b(Y ξ)) ◦ Lg
= ((aX + bY )ξ) ◦ Lg.

[X,Y ](ξ ◦ Lg) = X(Y (ξ ◦ Lg))− Y (X(ξ ◦ Lg))
= X((Y ξ) ◦ Lg)− Y ((Xξ) ◦ Lg)
= X(Y ξ) ◦ Lg − Y (Xξ) ◦ Lg
= (X(Y ξ)− Y (Xξ)) ◦ Lg
= ([X,Y ](ξ)) ◦ Lg.

よって, aX + bY, [X,Y ] ∈ gl(G).従って, gl(G)は X(G)の部分リー環である.

gl(G)をリー群 Gのリー環と呼ぶ.

3.2 リー群のリー環の性質

補題 3.4. Gをm次元リー群とする. このとき, 以下は線型同型写像である.

ε : gl(G) → TeG : X 7→ Xe

証明. (線型性) ベクトル場の和とスカラー倍の定義より明らか.

(単射性) 任意にX,Y ∈ gl(G)をとり, Xe = Ye と仮定する. X = Y を示したい. そのために, 任

意に g ∈ Gをとる. すると, Xg = (dLg)eXe = (dLg)eYe = Yg. よって X = Y , 従って, εは単射.

(全射性) 任意に u ∈ TeGをとる. X を各 g ∈ Gに対して, Xg := (dLg)eu(∈ TLg(e)G = TgG)

と定義する. このとき, Le は恒等写像となるので, Xe = u である. まず, X が C∞ 級であるこ

とを示す. そのために, 任意に f ∈ C∞(G) をとり, Xf ∈ X(G) を示す. C∞ 級アトラスから任

意の元 (V, ψ = (y1, . . . , ym))をとる. このとき V 上で X =
∑m
i=1 ξi

∂
∂yj

(ξ1, . . . , ξm ∈ C0(G))

と表せる. 次に, 任意に g0 ∈ V をとる. (1.1) の群の積をとる演算 Φ は C∞ 級で g0 = g0e

と書けるので, ある g0 ∈ V0 となる C∞ 級アトラスの元 (V0, ψ0), e ∈ U となる C∞ 級アト

ラスの元 (U,φ = (xi, . . . , xm)) が存在して, Φ : V0 × U → V が成り立つ. このとき, u =∑m
i=1 ai

(
∂
∂xi

)
e

(a1, . . . , am ∈ R)と表せる. Xf ∈ X(G)を示すために, g ∈ V0 をとる. すると,

Xf(g) =
∑m
i=1 ξi(g)

∂(f◦ψ−1)
∂yi

(ψ(g))を得る. このとき,


ξ1(g)
...

ξm(g)

 = (J(ψ◦Lg ◦φ−1))φ(e)


a1
...

am


を満たす. ここで, ψ0 × φを V0 ×U 上の局所座標系とする. このとき, 任意の h ∈ U に対して, 次
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の式を得る:

(y1(gh), . . . , ym(gh)) = ψ(gh)

= ψ(Φ(g, h))

= ψ ◦ Φ ◦ (ψ0 × φ)−1(ψ0 × φ(g, h))

ここで, yi(gh) = ηi(ψ0 × φ(g, h)) とおく. すると Φ が C∞ 級であることから, 各 ηi も C∞ 級.

よって, ξi(g) =
∑m
j=1 aj

∂(yi◦ψ−1)
∂xj

(ψ(g)) =
∑m
j=1 aj

∂ηi
∂xj

(ψ0 × φ(g, e)) となり, ξi も C∞ 級であ

る. よって, Xf ∈ C∞(G)となり, X は C∞ 級. この X がベクトル場であるとこは, 接ベクトル

の定義より容易にわかり, 左不変であることは明らか. よって, X ∈ gl(G)となり, εは全射.

これより dim gl(G) = dimTeG = mである.

G1, G2 をリー群とし, f : G1 → G2 をリー群準同型写像とする. 以下の写像を考える.

df : gl(G1) → gl(G2) : X 7→ df(X).

ただしここで, df(X) := ε−1((df)e1Xe1). この df を f の微分写像と呼ぶ.

補題 3.5. df に関して, 任意の X,Y ∈ gl(G1), ξ ∈ C∞(G2)に対して, 以下が成り立つ:

(1) ∀g ∈ G1, Lf(g) ◦ f = f ◦ Lg.
(2) ∀g ∈ G1, df(X)f(g) = (df)gXg.

(3) ∀g2 ∈ G2, df(X)g2ξ = Xe1(ξ ◦ Lg2 ◦ f).
(4) (df(X)ξ) ◦ f = X(ξ ◦ f).

証明. (1)を示す. 任意に g, h ∈ G1 をとる. すると, 次のように式変形できる:

Lf(g) ◦ f(h) = f(g)f(h)

= f(gh)

= f ◦ Lg(h).

よって, Lf(g) ◦ f = f ◦ Lg.
(2)を示す. 任意に g ∈ G1 をとる. すると, (1)を用いて以下のように式変形できる:

df(X)f(g)ξ = (dLf(g))e2df(X)e2ξ

= (dLf(g))e2(df)e1Xe1ξ

= Xe1(ξ ◦ Lf(g) ◦ f)
= Xe1(ξ ◦ f ◦ Lg)
= X(ξ ◦ f) ◦ Lg(e1)
= Xg(ξ ◦ f)
= (df)gXgξ.

よって, df(X)f(g) = (df)gXg.
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(3)を示す. 任意に g2 ∈ G2 をとる. すると, (2)を用いて以下のように式変形できる:

df(X)g2ξ = (dLg2)e2df(X)e2ξ

= df(X)e2(ξ ◦ Lg2)
= (df)e1Xe1(ξ ◦ Lg2)
= Xe1(ξ ◦ Lg2 ◦ f).

(4)を示す. 任意に g ∈ G1 をとる. すると, (2)を用いて以下のように式変形できる:

(df(X)ξ) ◦ f(g) = df(X)f(g)ξ

= (df)gXgξ

= X(ξ ◦ f)(g).

よって, (df(X)ξ) ◦ f = X(ξ ◦ f).

命題 3.6. 上で定義した df はリー環準同型写像である.

証明. まず, df = ε−1◦(df)e1◦εより df は線型. 次に,任意にX,Y ∈ gl(G1), ξ ∈ C∞(G2), g1 ∈ G2

をとる. すると, 補題 3.5(3), (4)を用いて以下のように式変形できる:

[df(X), df(Y )](ξ)(g2) = df(X)(df(Y )ξ)(Lg2(e2))− df(Y )(df(X)ξ)(Lg2(e2))

= df(X)(df(Y )(ξ ◦ Lg2))(f(e1))− df(Y )(df(X)(ξ ◦ Lg2))(f(e1))
= X(Y (ξ ◦ Lg2 ◦ f))(e1)−X(Y (ξ ◦ Lg2 ◦ f))(e1)
= [X,Y ](ξ ◦ Lg2 ◦ f)(e1)
= df([X,Y ])ξ(g2).

よって, [df(X), df(Y )] = df([X,Y ]). 従って, df はリー環準同型である.

系 3.7. Gi をmi 次元リー群とする (i = 1, 2, 3). このとき以下が成り立つ:

(1) f1 : G1 → G2, f2 : G2 → G3 をリー群準同型写像とする. このとき d(f2 ◦ f1) = df2 ◦ df1.
(2) d(idG1) = idgl(G1).

(3) f : G1 → G2 をリー群同型写像とする. このこき df : gl(G1) → gl(G2)はリー環同型写像.

証明. (1)を示す. 任意に X ∈ gl(G1), ξ ∈ C∞(G3), g ∈ G3 をとる. すると, 補題 3.5(3)を用いて

以下のように式変形できる:

d(f2 ◦ f1)(X)ξ(g) = Xe1(ξ ◦ Lg ◦ f2 ◦ f1)
= (df1)e1Xe1(ξ ◦ Lg ◦ f2)
= df1(X)e2(ξ ◦ Lg ◦ f2)
= df2(df1(X))gξ

= (df2 ◦ df1(X))ξ(g).

よって, d(f2 ◦ f1) = df2 ◦ df1.
(2)を示す. 任意にX ∈ gl(G1), ξ ∈ C∞(G1), g ∈ G1 をとる. すると, 補題 3.5(3)を用いて以下の
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ように式変形できる:

d(idG1)(X)ξ(g) = Xe1(ξ ◦ Lg ◦ idG1)

= Xe1(ξ ◦ Lg)
= Xξ(g).

よって, d(idG1)(X) = X. 従って, d(idG1) = idgl(G1).

(3)を示す. 命題 3.6より df はリー環準同型. よって, df が全単射を示せばよい. まず, f はリー群

同型より, f−1 もリー群同型. また, (1), (2)を用いて以下のように式変形できる:

df−1 ◦ df = d(f−1 ◦ f)
= d(idG1)

= idgl(G1).

df ◦ df−1 = idgl(G2) も同様. よって, df は全単射. 従って df はリー環同型である.

補題 3.8. X(M) = span
{

∂
∂x1

, . . . , ∂
∂xm

}
と表す. このとき以下が成り立つ:

∀ξ, η ∈ C∞(M),∀i, j ∈ {1, . . . ,m},
[
ξ
∂

∂xi
, η

∂

∂xj

]
= ξ

∂η

∂xi

∂

∂xj
− η

∂ξ

∂xj

∂

∂xi

証明. 任意に ξ, η ∈ C∞(M), i, j ∈ {1, . . . ,m}をとる. すると以下のように式変形できる:[
ξ
∂

∂xi
, η

∂

∂xj

]
=

(
ξ
∂η

∂xi

∂

∂xj
+ ξη

∂2

∂xj∂xi

)
−
(
η
∂ξ

∂xj

∂

∂xi
+ ηξ

∂2

∂xi∂xj

)
= ξ

∂η

∂xi

∂

∂xj
− η

∂ξ

∂xj

∂

∂xi
.

これより, 1階の偏微分のみ残る. また, ξ, η が定数関数のとき, 0になる.

補題 3.9. V をm次元実ベクトル空間とする. 以下はそれぞれリー環として互いに同型である:

(1) gl(Rm), gl(V ), a(m).

(2) gl(GL(m,R)), gl(GLR(V )), gl(m,R).
(3) gl(H3), h3.

証明. (1)を示す. まず, Rm と V は, リー群同型なので, 系 3.7(3)より gl(Rm)と gl(V )はリー環

同型である. 次に, gl(Rm)と a(m)がリー環同型を示す. gl(Rm) ∼= ToRm ∼= Rm は線型同型であ
ることに注意する. (Rm, id)を Rm の座標近傍とする. ここで,

gl(Rm) = span

{
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xm

}
を示す. 両辺とも次元がmなので, (⊃)だけ示せばよい. すなわち, 各基底に対して, ∂

∂xi
∈ gl(Rm)

を示せばよい. 各基底が C∞ 級ベクトル場であることは直接計算で容易にわかる. これが, 左不変
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であることを示すために, 任意に v ∈ Rm, ξ ∈ C∞(Rm)をとる. また, ei を単位ベクトルとする.

このとき, (JLv)o = Im となることに注意して, 以下のように式変形できる:

(dLv)o

(
∂

∂xi

)
o

ξ =

(
∂

∂xi

)
o

(ξ ◦ Lv)

=
∂(ξ ◦ Lv)
∂xi

(o)

= (Jξ)v(JLv)oei

=
∂ξ

∂xi
(v)

=

(
∂

∂xi

)
v

ξ.

よって, ∂
∂xi
は左不変. 従って, gl(Rm) = span

{
∂
∂x1

, . . . , ∂
∂xm

}
. これより, f : a(m) → gl(Rm) :

u = (u1, . . . , um) 7→
∑m
i=1 ui

∂
∂xi
は線型同型になる. この f がリー環準同型の条件 (ii)を満たすこ

とは, a(m)の性質と補題 3.8より容易にわかる. よって, f はリー環同型写像. 従って, gl(Rm)と

a(m)はリー環同型.

(2) を示す. まず, GL(m,R) と GLR(V ) は, リー群同型なので, 系 3.7(3) より gl(GL(m,R)) と
gl(GLR(V )) はリー環同型である. 次に, gl(GL(m,R)) と gl(m,R) がリー環同型であることを示
す. gl(GL(m,R)) ∼= TImGL(m,R) ∼=M(m,R)は線型同型であることに注意する. (GL(m,R), φ)
を GL(m,R)の座標近傍とする. ただしここで,

φ : GL(m,R) → Rm2

: (xij) 7→ (x11, . . . , x1m, . . . , xm1, . . . , xmm)とする. ここで,

gl(GL(m,R)) = span

{
m∑
k=1

xk1
∂

∂xk1
, . . . ,

m∑
k=1

xk1
∂

∂xkm
, . . . ,

m∑
k=1

xkm
∂

∂xk1
, . . . ,

m∑
k=1

xkm
∂

∂xkm

}

を示す. 両辺とも次元がm2なので, (1)と同様に,各基底に対して,
∑m
k=1 xki

∂
∂xkj

∈ gl(GL(m,R))
を示せばよい. 各基底が C∞ 級ベクトル場であることは直接計算で容易にわかる. これが, 左不変

であることを示すために, 任意に B = (bij) ∈ GL(m,R), ξ ∈ C∞(GL(m,R)) をとる. このとき,

(J(φ ◦LB ◦ φ−1))φ(Im) =


b11Im · · · b1mIm

...
. . .

...

bm1Im · · · bmmIm

となることに注意して, 以下のように式変形

できる:

(dLB)Im

m∑
k=1

xki(Im)

(
∂

∂xkj

)
Im

ξ =

(
∂

∂xij

)
Im

(ξ ◦ LB)

=
∂(ξ ◦ LB ◦ φ−1)

∂xij
φ(Im)

= (J(ξ ◦ φ−1))φ(B)(J(φ ◦ LB ◦ φ−1))φ(Im)e(i−1)m+j
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=

t

∂(ξ◦φ−1)
∂x11

(φ(B))
...

∂(ξ◦φ−1)
∂x1m

(φ(B))
...

∂(ξ◦φ−1)
∂xm1

(φ(B))
...

∂(ξ◦φ−1)
∂xmm

(φ(B))



 b11Im · · · b1mIm
...

. . .
...

bm1Im · · · bmmIm

 e(i−1)m+j

=

t

∑m
k=1 bk1

∂(ξ◦φ−1)
∂xk1

(φ(B))
...∑m

k=1 bk1
∂(ξ◦φ−1)
∂xkm

(φ(B))
...∑m

k=1 bkm
∂(ξ◦φ−1)
∂xk1

(φ(B))
...∑m

k=1 bkm
∂(ξ◦φ−1)
∂xkm

(φ(B))


e(i−1)m+j

=
m∑
k=1

bki
∂(ξ ◦ φ−1)

∂xkj
(φ(B))

=

m∑
k=1

xki(B)

(
∂

∂xkj

)
B

ξ.

よって,
∑m
k=1 xki

∂
∂xkj

は左不変. 従って,

gl(GL(m,R)) = span

{
m∑
k=1

xk1
∂

∂xk1
, . . . ,

m∑
k=1

xk1
∂

∂xkm
, . . . ,

m∑
k=1

xkm
∂

∂xk1
, . . . ,

m∑
k=1

xkm
∂

∂xkm

}
.

これより, f : gl(m,R) → gl(GL(m,R)) : A = (aij) 7→
∑
aijxki

∂
∂xkj

は線型同型になる. また, 任

意の A = (aij), B = (bij) ∈ gl(m,R)に対して, AB の i行 j 列は,
∑m
l=1 ailblj と表される. この

ことに注意して以下のように式変形できる:[∑
aijxki

∂

∂xkj
,
∑

bpqxrp
∂

∂xrq

]
=

∑
aijbpqxki

∂xrp
∂xkj

∂

∂xrq
−
∑

bpqaijxrp
∂xki
∂xrq

∂

∂xkj

=
∑

aijbjqxki
∂

∂xkq
−

∑
bpiaijxkp

∂

∂xkj

=
∑

ailbljxki
∂

∂xkj
−
∑

bilaljxki
∂

∂xkj

=
∑

(ailblj − bilalj)xki
∂

∂xkj

= f([A,B]).
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よって, f はリー環同型写像. 従って, gl(GL(m,R))と gl(m,R)はリー環同型である.

(3)を示す. gl(H3) ∼= TI3H3
∼= R3 ∼= h3は線型同型であることに注意する (H3, φ = (x, y, z)) : H3

の座標近傍とする. ただしここで, φ : H3 → R :


1 x z

0 1 y

0 0 1

 7→ (x, y, z)とする. ここで,

gl(H3) = span

{
∂

∂x
,
∂

∂y
+ x

∂

∂z
,
∂

∂z

}
を示す. 両辺とも次元が 3なので, (1)と同様に, ∂

∂x ,
∂
∂y + x ∂

∂z ,
∂
∂z ∈ gl(H3)を示せばよい. 各基

底が C∞ 級ベクトル場であることは直接計算で容易にわかる. これが, 左不変であることを示す

ために, 任意に B =


1 p r

0 1 q

0 0 1

 ∈ H3, ξ ∈ C∞(H3)をとる. このとき, (J(φ ◦ LB ◦ φ−1))I3 =


1 0 0

0 1 0

0 p 1

 となることに注意すれば, 直接計算でそれぞれ左不変であることがわかる. よっ

て, gl(H3) = span
{
∂
∂x ,

∂
∂y + x ∂

∂z ,
∂
∂z

}
. これより f : h3 → gl(H3) : A =


1 a c

0 1 b

0 0 1

 7→

a ∂
∂x + b ∂∂y + (bx + c) ∂∂z は線型同型になる. また, 2つの基底の括弧積は, それどれ以下の通りで

ある: [
∂

∂x
,
∂

∂y
+ x

∂

∂z

]
=

∂

∂z
,

[
∂

∂y
+ x

∂

∂z
,
∂

∂z

]
= 0,

[
∂

∂z
,
∂

∂x

]
= 0.

これを用いれば, リー環準同型の条件 (ii)を満たすことは, 容易にわかる. よって, f はリー環同型

写像. 従って, gl(H3)と h3 はリー環同型.
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