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概 要

Xを体K上幾何的連結なスキームとすると、Kの絶対ガロア群
GK が πalg

1 (X ⊗K,x)にmodulo 内部作用で、作用する。この講義
では、

1. この作用はトポロジーで言うところの「変形族におけるモノ
ドロミー」であること

2. この作用はガロア群の表現として豊かな情報を含むこと

3. ある種の情報 (extensionの情報、「モチーフ」情報）を取り出
すために、群のリー環化が有効であること

の三つを軽薄に解説する。

∗このノートは、２００４年整数論サマースクールの講義ノートをベースにしている。
†東京大学数理科学研究科 matumoto at-mark ms.u-tokyo.ac.jp

1



1 代数的基本群

代数的基本群 (algebraic fundamental group)は、数論的基本群 (arith-
metic fundamental group)とも言う。連結スキームX とその幾何的点 x

が与えられると、πalg
1 (X,x)という profinite群が定義される。

定義には、スキーム1の射が etaleである、という概念が本質的 [1, I]。

定義 1.1. 有限型の射 f : Y → X が点 y ∈ Y で etaleであるとは flatか
つ不分岐なこと。つまり、局所化Of(y) → Oyが flatで、局所化上のファ
イバー

Of(y)/mf(y) → Oy/mf(y)Oy

が有限次分離拡大であること。
fが etaleであるとは、Y 上の全ての点で etaleなこと。fがさらに finite

かつ全射であるとき、f : Y → X を finite etale 被覆という。

例えば、f(t)をモニック Z係数多項式とすると

SpecZ[t]/f(t) → SpecZ

は finiteかつ flatである。SpecZの素点 (p) 上の fiberは SpecFp[t]/(f̄(t))
である。f̄(t)を Fp上モニック既約多項式のべきに因数分解して

f̄(t) = Πf̄i(t)ei

としたとき、この fiber上の点は Fp[t]/(f̄i(t)ei)であり、それが不分岐であ
るとは ei = 1であることと同値である。

事実 1.2. Kを標数 0の体とし、埋め込みK ⊂ Cを一つ決めたとする。こ
のとき、K上の有限型スキームXに対し、その複素数有理点の集合X(C)
を対応させることで

an：K 上有限型スキームの圏→複素解析的集合の圏

なる関手ができる。(本稿では特異点がないときしか扱わない。そのときは
「代数多様体Xを複素多様体Xanだと思う」という関手とみなしてよい。)

K が代数閉体であるとすると上の関手は任意の有限型スキーム X に
対し

X の finite etale被覆の圏
→ Xanの（複素解析的な意味での）有限次不分岐被覆の圏

1本講義では、スキームは全て局所ネーターであると仮定する。この仮定の必要性を指
摘くださった安田正大さんに感謝する。
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なる圏同値を引き起こす。（GrothendieckのRiemann存在定理、[1, XII,
Th.5.1]。）
つまり、K が標数０の代数閉体である場合には、X の有限次不分岐被
覆とXanのそれとは同型を除いて一対一に対応する。

この事実により、次の比較定理 [1, XII, Cor.5.2]がわかる。

定理 1.3. (比較定理) K ⊂ Cを代数閉体とし、X を局所的に有限型で連
結なK 上のスキームとし、xをX の C有理点とする。すると、同型

πalg
1 (X, x) ∼= π1(Xan, xan)b

が成立する。

この式にあらわれた登場人物を解説するのがこの章の第一の目的であ
る。上の式の左辺が代数的基本群（後述）である。右辺の π1(Xan, xan)は
通常の道で定義した基本群である。肩に乗っている̂は、profinite完備化
（後述）を表す。
簡単のため、X が非特異であるときのみを扱う。Xanは連結複素多様
体で xanはその点であるから、道のホモトピー類で定義されたいわゆる普
通の基本群

π1(Xan, xan)

がある。代数的基本群は、これを純代数幾何的に定義しようというもので
ある。「道」という実数的なものを使った定義はうまくいかず、普遍被覆
を使った定義がうまく行く。
普通の道の合成の順序は、関数合成の順序と一致させておく。すなわ
ち、γ ◦ γ′は、γ′ですすんでそのあと γですすむという道である。

定義 1.4. S を連結位相空間とする。連続写像 f : T → S が S の（不分
岐）被覆であるとは、Sの勝手な点にある近傍U が存在して f−1(U)の各
連結成分が f により U と同相となること。

Sの被覆であって単連結なものを普遍被覆といい S̃であらわす。（Sに
連結実多様体の構造が入る場合、Sの普遍被覆は存在する。）

ρx̃ : π1(S, x) ∼= Aut(S̃/S)op.

なる群同型がある。

ここで、Aut(S̃/S)というのは S̃の S上の自己同相のなす群、肩の op
は積の順序を逆にした群をあらわす。
上の群同型を与えよう。x上の点 x̃ ∈ S̃ を固定する。γ ∈ π1(S, x)を
任意にとる。x̃を始点とする S̃ 上への持ち上げを γ̃ とするとき、その終
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点 x̃γ は x上の点である。普遍被覆の性質より τ ∈ Aut(S̃/S)であって
τ(x̃) = x̃γ となるものが唯一つ存在する。対応 γ 7→ τ は (contravariant)
群準同型になる。contravariantになることを説明しよう。γ ◦ γ′の計算を
行う。γ 7→ τ, γ′ 7→ τ ′としよう。

x̃を始点とした γ′の持ち上げである道での終点、その終点を始点とし
た γの持ち上げである道の終点、を次々に計算し、最後のものが

τ ′ ◦ τ(x̃)

となることを言えばよい。
さて、τ ′の定義により γ′の持ち上げで始点を x̃としたものは

x̃
γ′→ τ ′(x̃)

とつながる。同様に、γの持ち上げで始点を x̃としたものは

x̃
γ→ τ(x̃)

とつながる。しかし欲しいのは上の終点である τ ′(x̃)を始点とする γの持
ち上げの終点である。τ ′は局所同型であるから、そのような持ち上げは下
の式を一斉に τ ′で変換して得られる。すなわち

τ ′(x̃)
γ→ τ ′ ◦ τ(x̃)

となる。これは、
γ ◦ γ′ 7→ τ ′ ◦ τ

を示している。（γ 7→ τ の定義を変えて τ−1を対応させれば群準同型とな
る。が、上のような定式化をするのがよい。ガロア圏で定式化するとそれ
がクリアになる。）
全射性は S̃が弧状連結であるから言える。単射性は S̃の単連結性から
従う。
そこで、S̃, x̃を一つ選んだとき

π1(S, x) := Aut(S̃/S)op

としてやればよい。右辺の定義から xが消滅してしまっているが、π1を関
手として定義するときには必要になる。すなわち、(S1, x1) → (S2, x2)から
Aut(S̃1/S1) → Aut(S̃2/S2) を決めなくてはならないが、これは x̃1 7→ x̃2

となる唯一の S̃1 → S̃2 とコンパチブルになるように定義するのである。
(本当は、ファイバー関手の言葉を使うとより明確になる。S上の点 xは
ファイバー関手を与え、普遍被覆もファイバー関手を与える。x̃の選択は、
この二つのファイバー関手をつなぐ道を指定したといえる。)
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さて、普遍被覆は代数多様体の射の範囲では実現できないことが多い。
例えば、C− {0}の普遍被覆は

exp(2πix) : C→ C− {0}

であり、有理式では書けない。しかるに、GrothendieckのRiemann存在
定理が保障するのは「有限次被覆はみな代数的射」であるということで
ある。
そこで、定理 1.3の状況の下で、普遍被覆の代わりに全ての連結被覆を
考える。具体的には、(Yλ, yλ) → (X, x)なる一点つき（連結）有限次ガロ
ア（不分岐）被覆を全て考える。すると、上記の構成は全射

ρλ : π1(Xan, xan) → Aut(Yλ/X) = Aut(Y an
λ /Xan)

を引き起こし、したがって

ρ̂ : π1(Xan, xan) → lim
←λ

Aut(Yλ/X)

を引き起こす。この、右辺の射影極限を代数的基本群という。

πalg
1 (X, x) := lim

←λ
Aut(Yλ/X)op (1)

点 yλの選択があらわに見えないが、Aut(Yλ/X)の間の構造射のところに
使われている。
この定義 (1)は、Xが連結スキームでさえあれば標数が正だろうが体上

でなかろうができることに注意しよう。。
さて、K = K ⊂ Cの場合にもどる。Aut(Yλ/X)のつくる射影系は

π1(Xan, xan)/N（Nは指数有限正規部分群を走る）のつくる射影系と同値
になる。それは、被覆の理論により X̃anをN で割ったものが複素多様体
となり、それを実現する代数多様体 (Riemann存在定理により存在する）
を Yλとすればいいからである。すなわち、

πalg
1 (X,x) := lim

←λ
Aut(Yλ/X) ∼= lim

←N
π1(Xan, xan)/N.

定義 1.5. 群Gに対し、その profinite完備化Ĝとは

Gb := lim
←N :指数有限正規部分群

G/N

のこと。

一般に、有限群の射影極限としてあらわされる群を profinite群という。
それぞれの有限群に離散位相をいれることにより、profinite群には位相が
入り、コンパクトかつ完全非連結な位相群になる。
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定理 1.6. X がK = K ⊂ C上の連結局所有限スキーム、xがX の C有
理点のとき標準的な同型

πalg
1 (X, x) ∼= π1(Xan, xan)b

が存在する。

さて、上の例は位相幾何的基本群により代数的基本群が決まってしまう
ことを表しているが、定義体が代数閉体でなかったり標数が 0でなかった
りすると状況は全く異なる。例えば、次の例のように体の spectrumの基
本群は絶対ガロア群となる。

例 1.7. kを体とし、X = Speckとする。Ωを代数閉体とし、x : SpecΩ →
Speckを幾何的点とする。この時、Yλ → X が連結（ガロア）finite etale
であることと、Yλが k上の有限次分離（ガロア）拡大体 Lλの Spec であ
ることとは同値になる。k ⊂ Lλ ⊂ Ωなる有限次（ガロア）分離拡大 Lλ

を走ればそのような同型類は全て現れ、極限をとれば

πalg
1 (X,x) = lim← Aut(Lλ/L) = Gal(Lsep/L)

となる。

例 1.8. Oを有限次代数体Kの整数環とする。π1(O)はK上の最大不分
岐代数拡大のガロア群となる。特に、そのアーベル化はK のイデアル類
群と同型（ヒルベルトの類体論）。

2 モノドロミー

今、位相幾何における幾何的モノドロミー表現についてざっと概観し、
基本群へのガロア群の作用を説明する。

2.1 局所的に自明な族

可微分多様体の圏の射
f : F → B

を考える。これが局所的に自明な族であるとは、Bの任意の点 bに対しそ
の近傍 U ⊂ Bが存在して U 上可微分多様体として

f−1(U) ∼= f−1(b)× U

となることである。この同型を定めると、U 内のファイバーは全て f−1(b)
と同一視される。以下、Fb := f−1(b)とおく。

6



B内の bを原点とする閉路 γに対し、それをカバーする有限個の上のよ
うなU を取ってやると、それぞれのUλ 内ではファイバーは同一視されて
いるので、閉路に沿って同一視をたどって行ってやると最後に Fbの自己
同相 γ̂を得る。Fbに基点 xをとると、π1の関手性から

γ̂∗ : π1(Fb, x) → π1(Fb, γ̂(x))

なる群同型を得る。基点が変わってしまうが、xと γ̂(x)を結ぶ道 βを一
個固定すると

π1(Fb, x) → π1(Fb, ˆgamma(x))

なる同型が定まるので、これを介して

γ̂∗ ∈ Autπ1(Fb, x)

が定まるが、βの取り方の自由度は Innπ1(Fb, x) 分だけあるので、βによ
らないようにするには剰余群への像

γ∗ ∈ Outπ1(Fb, x)

を考えればよい。ここで、Out(G) := Aut(G)/Inn(G)は外部自己同型群
である。
さて、γの取り方や Bでの道の (ホモトピー類内での) とり方を変える
とこの群同型は変わる。が、次章で見られるように、基本群間の射

π1(Fb, x) → π1(F , x)

が単射である場合は、γ の取り方と道のホモトピー類内での取り方に γ∗
がよらないことが示され、よってベースの空間の基本群からファイバーの
基本群への外モノドロミー表現

π1(B, b) → Outπ1(Fb, x)

が定義される。（ファイバーの基本群が全空間の基本群に単射に入ってい
ないときは、その像への外モノドロミ―表現が同様にして得られる。）

2.2 短完全列によるモノドロミー表現

上のような定義では代数的基本群は扱えない。そこで、基本群への外モ
ノドロミー表現を純群論的に構成してみる。

f : F → Bを局所的に自明なバンドルとすると、次のホモトピー完全系
列が存在する。

→ π2(B) → π1(Fb, x) → π1(F , x) → π1(B, f(x)) → π0(Fb, x) → · · ·
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ここで、π0(Fb, x)が一点（つまりファイバーが連結）で、かつπ1(Fb, x) →
π1(F , x)が単射であると仮定しよう。このとき、基本群へのモノドロミー
作用の計算は短完全列を使って次のようにできる。γ ∈ π1(B, f(x))を覆
うそれぞれのUλについて、自明化同型を使って f−1(Uλ)上での道につな
がるように持ち上げてやる。このとき、全空間F 内で、xから x′ ∈ Fbへ
の道 γ̃に持ちあがるとしよう。xから x′へと結ぶFb内での道 βを前と同
様に固定すると β−1 ◦ γ̃ ∈ π1(Fb, x) であり、この元による π1(Fb, x)にお
ける共役作用が π1(Fb, x)に制限されたときへの γの外作用となる。群の
言葉で言えば簡単で、

1 → π1(Fb, x) → π1(F , x) → π1(B, f(x)) → 1

で、右端の元 γ を真ん中の群に持ち上げ γ̃ とし、それを真ん中の群の中
で共役に作用させて π1(Fb, x)への作用を得る。持ち上げの自由度は内部
自己同型に吸収される。
これは群の一般論で、

1 → N → G → G/N → 1

となっていたとき、共役作用G → Aut(N)は外作用

G/N → Out(N)

を引き起こす。
さて、代数的基本群の場合、「道」はないが短完全列はある。すなわち

定理 2.1. スキームの圏を考える。f : F → Bを proper flat separableな
射とし、Bを局所ネーター連結スキーム、x ∈ F を幾何的点、b := f(x)
とする。Fb := f−1(b)が連結のとき、

πalg
1 (Fb, x) → πalg

1 (F, x) → πalg
1 (B, f(x)) → 1

は完全系列となる [1, X Cor.1.4]。
左端の射が単射になる十分条件がいろいろある。

1. Bが体の spectrum[1, IX Th.6.1],

2. Bがネーター完備局所環, bが閉点の場合 (proper base change the-
orem [1, X Cor.2.2])。

定義 2.2. 上の定理で、左端の射が単射のとき、すなわち短完全系列

1 → πalg
1 (Fb, x) → πalg

1 (F, x) → πalg
1 (B, b) → 1 (2)
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が与えられたとき対応する

πalg
1 (B, b) → Out(πalg

1 (Fb, x))

を基本群への外モノドロミー表現という。

例 2.3. Bが体Kの spectrumによりB = SpecKとなっているとしよう。
X/K を考え、x = SpecK をX の幾何的点とする。X のファイバーが連
結とはX ×K Kが連結であること、すなわちXが幾何的連結であること
である。このとき、上の完全系列は短完全系列となり、外モノドロミー表
現は

GK := Gal(Ksep/K) → Out(πalg
1 (X ⊗K, x))

となる。これをX の基本群への外ガロア表現という。

注意 2.4. 上の f に関する条件 properは、次のように弱められる。ある
F ′ → Bなるproper smooth射が存在し、あるD ⊂ F ′なるB上 relatively
normal crossingなdivisorが存在してF = F ′−Dならよい。([1, XIII-2]).
（こうしておかないと、開曲線の族などが扱えない）

注意 2.5. セクション s : B → F が与えられたならば、b ∈ B に対して
x := s(b) ∈ Fbをとることにより短完全系列 (2)は分裂する。したがって、
持ち上げ γ̃を s∗(γ)ととることによって外部自己同型ではなく

πalg
1 (B, b) → Aut(πalg

1 (Fb, x))

なる表現ができる。（例：B = SpecKの時は、F のK-有理点は sectionを
与える。）

2.3 解析接続による計算

ガロア作用を解析接続を用いて具体的に計算する方法をあっさりと解説
する。

K ⊂ K ⊂ Cとし、X をK 上有限型正則連結スキームとする。
XのK有理点 xを考え、(1)の (Yλ, yλ)を考える。Mxで、Xan上 xan

の（複素解析的意味での）ある近傍で定義された複素正則関数の germの
集合全体とする。代数的な意味での正則関数を複素正則関数と考えること
により埋め込み

O(Yλ)yλ
→Mx

が得られる。Yλを全部動かしたとき、そのMxでの像の合併をMxとす
ると、

Mx = { xanの近傍で定義された複素解析関数の芽で、
O(X)x上整かつXan全体の多価関数に解析接続されるもの }
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となる。解析接続により

π1(Xan, xan) → Aut(Mx/O(X)x)

となるが、左辺の profinite 完備化が右辺に一致し、これがX = X ⊗K

の代数的基本群となる。
X → SpecK に対応する短完全系列 (2) は、通常のガロア群の短完全

系列

1 → Aut(Mx/O(X)x) → Aut(Mx/O(X)x) → Aut(O(X)x/O(X)x) → 1

に他ならない。左端の群が πalg
1 (X, x)に同型、右端の群が GK に同型で

ある。
xがK-有理点上の幾何的点であるとき、セクション

sx : GK → Aut(Mx/O(X)x)

が与えられる。Mxの元で xにおいてゼロになるもの全体 x̃は極大イデア
ルであり、不分岐性よりその極大イデアルの分解群Dx̃が

GK
∼= Dx̃ ⊂ Aut(Mx/O(X)x)

を与える。
具体的に γ ∈ π1(Xan, xan)と σ ∈ GK が与えられたとき、作用 σ(γ)は

Aut(Mx/O(X)x)で見れば sx(σ)γsx(σ)−1に他ならない。このMxの自己
同型が、各Mxの元に対してはある道に沿った解析接続で実現でき、それ
らの道が極限においては π1(Xan, xan)bの元を与えるのである。

2.4 tangential pointとPuiseux級数

X を前節のとおり体K ⊂ K ⊂ C上の局所有限型正則連結スキームと
する。X のコンパクト化X∗をとり、x ∈ X∗(K)−X(K)の formal近傍
においてX∗−Xは normal crossing divisorであるとする。xにおいて各
divisorのK有理的法線ベクトルを与えることをXの xを起点とするK-
有理 tangential pointという。
以下では簡単のため、Xは二次元でX∗−Xはxの近傍で二つの normal

crossing divisorD1, D2の合併であるとし、K ∈ Rとする。
Di の定義イデアルを x で局所化したものを I(Di) ⊂ O(X)x とし、

I(Di)/(I(Di) ∩ m2
x) (i = 1, 2)の生成元の持ち上げを t, λ ∈ mx とする。

これらはX∗an の xにおける局所座標を与え、t = 0はD1に接し λ = 0
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はD2に接している。これらのデータ (t, λ)を xを起点とする tangential
point という（正確には、これらを mod m2

xで見たデータ）。以下では、
この tangential pointを βであらわす。

t, λによってXanの xにおける近傍 U は、二つの「Disk引く一点」の
直積と同型となる。その部分集合であって、ある ε > 0に対し

{(t, λ) ∈ U |t, λ ∈ (0, ε)}

をすっぽり含んでいるようなものを（用語が確立されていないが）tangen-
tial point βの近傍という。
記号をあわせるためだけだが、O(X)β := O(X)xとおく。

Mβ := { tangential point βのある近傍で定義された複素解析関数で、
O(X)β 上整かつXan全体の多価関数に解析接続されるもの }

とおくと、前節のMxの役割を果たし

1 → Aut(Mβ/O(X)β) → Aut(Mβ/O(X)β) → Aut(O(X)β/O(X)β) → 1

となる。セクション sβ : GK → Aut(Mβ/O(X)β)を与えると外ガロア表
現が与えられるが、これには次のように Puiseux級数を用いる。
自然数N に対し t1/N、λ1/N を βの近傍上で定義された t, λのN 乗根

であり、t > 0, λ > 0となる部分では正の実数値をとるものとすると一意
に定まる。

補題 2.6. βの開近傍で、Mβ の元は Puiseux級数に展開できる。すなわ
ち埋め込み

Mβ → ∪N∈NK[[t1/N , λ1/N ]]

が存在する。

そして、係数に GK を作用させることによってMβ に作用させれば良
い。(上の補題は、xの近傍からD1, D2を除いたものの基本群が Z×Zで
あることから従う。一般にはAbhiyankarの補題を使えば、標数 pでも分
岐を tameに限れば正しい。)

例 2.7. γ を、β から β へのXanでの道で、D1の周りを一周しD2には
絡まないものとする。このとき、

π1(Xan, β) → Aut(Mβ/O(X)β)

における γの像は、解析接続すなわち

t1/N → ξN t1/N , λ1/N 7→ λ1/N
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で与えられる (ξN := exp(2πi/N))。
さて、σ ∈ GK に対し、その円分指標

χ(σ) ∈ Ẑ×

は
σ(ξN ) = ξ

χ(σ)
N

で与えられる。
σ(γ) = sβ(σ)γsβ(σ)−1

のMβ への作用は

t1/N sβ(σ)−1

7→ t1/N γ7→ ξN t1/N sβ(σ)7→ (ξN )χ(σ)t1/N

と
λ1/N 7→ λ1/N

で与えられる。これらの作用は γχ(σ)による作用に等しい。よって

σ(γ) = γχ(σ)

を得る。

2.5 smooth base change

以下、煩雑なので π1と書いたら代数的基本群を表す。
f : F := P1

0,1,∞Z := SpecZ[t, 1/t, 1/(1− t)] → B := SpecZで、Z上の
射影直線引く 3点をあらわす。これは SpecZ上 smoothで, properではな
いが注 2.4の条件をみたす。幾何的点 b ∈ Bを取ったとき、

π1(P1
0,1,∞b

, x) → π1(P1
0,1,∞Z, x) → π1(SpecZ, b) → 1

であるが、左端の射は単射にはならない。
というのも、bを B の生成点上の幾何的点としたとき Belyiの定理に
より

π1(SpecQ, b) → Outπ1(P1
0,1,∞Q)

は単射であることが知られているのに、

π1(P1
0,1,∞b

, x) → π1(P1
0,1,∞Z, x) → π1(SpecZ, b) → 1

↑ ↑ ↑
1 → π1(P1

0,1,∞Q, x) → π1(P1
0,1,∞Q, x) → π1(SpecQ, b) → 1
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なる可換図式を見ると、もし上の左端が単射なら

π1(SpecQ, b) → π1(SpecZ, b) → Outπ1(P1
0,1,∞Q)

と経由して、真ん中は自明だから表現が自明になってしまう。
実はかわりに、smooth base change定理 (定理 2.8)というものを使うと

π1(SpecQ, b) → Outπ1(P1
0,1,∞Q)(`)

は `の外で不分岐、すなわち π1(SpecZ[1/`], b) を経由してくることが言
える。

定理 2.8. (smooth base change定理 [1, X Cor.3.9]) Bをネーター完備局
所環の spectrum、bをその閉点、ηを生成点とする。f : F → Bが proper
smooth (より一般に注 2.4の条件を満たすもの)とすると

1. bの剰余標数が 0のとき、同型 π1(Fb̄) ∼= π1(Fη̄) が存在する。

2. bの剰余標数が pのとき、同型 π1(Fb̄)
(p′) ∼= π1(Fη̄)(p

′) が存在する。

ここに、(p′)は pro-p′完備化（下を見よ)。

ここで、Gを群 (離散群とみなす、一般には位相群で定義される)、pを
素数としたとき、Gの pro-p′完備化とは

G(p′) := lim
←N :指数 p′

(G/N)

のことで、ここでN が全ての指数有限正規（位相群の場合は開）部分群
を走れば profinite完備化であるが、それらのうちG/N の位数が pと互い
に素なもののみを走らせて得られる極限をいう。

Gの pro-p完備化とは、G/N の位数が pのべきとなるような指数有限
正規（開）部分群を走らせて得られる。

系 2.9. 上の設定で、bの剰余標数が pのとき、

π1(η) → Out(π1(Fη̄)(p
′))

は π1(B, b̄) ∼= π1(b, b̄)を経由する、すなわちこの表現は不分岐。

証明. 以下の図式で、上の行と真ん中の行を結ぶ三つの射のうち、真ん中
と右の射は同型。

1 → π1(f−1(b̄), x) → π1(F, x) → π1(B, b̄) → 1
↑ ↑ ↑

π1(f−1(η̄), y) → π1(F, y) → π1(B, η̄) → 1
↑ ↑ ↑

1 → π1(f−1(η̄), y) → π1(Fη, y) → π1(η, η̄) → 1
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もし真ん中の行の左端が単射なら図式をおいかければ従う。bの剰余標数
が 0のときには単射なのでこれで良い。pのときには、それぞれの行の左
端を pro-p′ 完備化し、それに合わせてそれぞれの行の真ん中を π → π(p′)

の核で割ってやれば、縦横それぞれ三つの完全系列となる。

系 2.10.
GQ → Outπ1(P1

0,1,∞Q)(`)

は π1(Z[1/`])を経由する、すなわち `の外では不分岐な表現となっている。

3 Lie環化

X/K を体K 上の幾何的連結スキームとする。外ガロア表現

GK → Out(π1(X ⊗K))

は大きい。ので、情報を取り出すために π1のアーベル化を考える。普通
にアーベル化すると任意の正の整数N に対し

Hom(π1(X ⊗K),Z/N) ∼= H1
et(X ⊗K,Z/N)

となり、エタールコホモロジーの情報しかみないことになる。「リー環化」
という、より群の情報を残したアーベル化の一種を行うと、より面白い現
象が見られる。
まず、純群論的な gradedリー環化の定義をし、それから extensionの
話をする。

3.1 群の gradedリー環化

定義 3.1. Πを位相群とする。Πの降中心列 (lower central series)を

L1Π := Π, Ln+1Π := [LnΠ, Π]

で帰納的に定義する。ここに、[, ]は交換子積の像の閉包。

補題 3.2.
[LmΠ, LnΠ] ⊂ Lm+nΠ.

定義 3.3. Πの部分群の下降列

Π = F 1Π ⊃ F 2Π · · ·
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であって上のように

[FmΠ, FnΠ] ⊂ Fm+nΠ.

を満たしているものを central filtrationという。
このとき、

GrF Π := ⊕m∈NGrF
mΠ = ⊕m∈NFmΠ/Fm+1Π

とおく。まずこれは加法群である。そして、交換子積はこの加法群に積構
造を与える。Hallの恒等式とよばれる等式により、この積はヤコビ律を満
たしGrF Πは (Z係数)リー環になる。これを、ΠのF による gradedリー
環化という。

定義 3.4. 上の状況で、さらに位相群 ΓがΠに作用しているとする。
このとき、整数 nに対して

InΓ := {γ ∈ Γ|x ∈ FmΠ ⇒ γ(x)x−1 ∈ Fm+nΠ for all m, x}

とおくとこれは Γのフィルター付けとなり、I1Γに制限すると central fil-
trationになる。これを Γに induce された induced filtrationという。

(Γのうち、フィルター FnΠを保つ、すなわち各 Fnを stabilizeする元
の集合が I0Γとなる。)
さて

γ ∈ InΓ

に対して、
Dn(γ) ∈ Hom(GrF

mΠ, GrF
m+nΠ)

を
x ∈ FmΠ 7→ Dn(γ)(x) := γ(x)x−1 mod Fm+n+1Π

で定める。するとDn(γ)はGrF Πの微分になり、

Dn : GrI
nΓ → Der(GrF Π)

なる写像を定める。D := ⊕n≥1Dnは

GrI
n≥1Γ → Der(GrΠ)

なるリー環準同型となる。

さて、X/K を幾何的連結スキームとし

GK → Out(π1(X))
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を外ガロア表現とする。π1(X)に降中心列によるフィルトレーションを
いれ、GK に induced filtrationを入れることができる。Outと Autの違
いは、「Autへの少なくとも一つの持ち上げが In(AutΠ)に入る」ものを
In(Outπ)と定義することで自然に拡張される。
これにより

GrI(I1GK) → OutDer(GrLπ1(X)(`))

なる Z`-リー環の単射準同型ができる。
K = Q, X = P1

0,1,∞Qのとき、右辺は 2元生成自由リー環の微分環 (を
modulo 内部微分で見たもの) であり、各 gradeは有限次元である。よっ
て左辺もそう。このとき、

GrI(I1GQ)⊗Z`
Q`

は Soulé元と呼ばれる元により生成されることが示されている (Deligne-
伊原の予想の生成部分、Hain-Mまたは Deligne-Goncharov）。これらを
生成元とする自由リー環かどうか (Deligne-伊原の問題) についてはまだ
未解決。

3.2 背景のおはなし

降中心列を使うなどの人工的な操作をしているが、じつは自然な背景か
ら出てきたものである（ことを筆者は最近になってやっと理解した）。お
話的に説明する。
群Gを（標数ゼロの体上）線形化（リー環化）する標準的な方法に、マ
ルセフ完備化がある。Πを位相群、K を標数 0の位相体とするとき

Λ := {(ρ, U)| U はK 上の unipotent代数群,

ρ : Π → U(K)は像が Zariski denseな連続写像 }

とするとこれは (unipotent代数群の全射による)射影系になる。

Πun := lim
←:U∈Λ

U

をΠの unipotent完備化あるいはマルセフ完備化という。その代数群とし
てのリー環

Lie(Πun) = lim
←:U∈Λ

Lie(U)

は pro有限次元べきゼロリー環 /K。これらの構成は関手的であるので、
例えばガロア群が作用している代数的基本群Πから、ガロア群が作用する
べきゼロリー環Lie(Π)/Q`が作れる。そして、ガロア群が作用する線形空
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間なので、フロベニウスの固有値を使って Lie(π1)に weight filtrationを
与えることができる。（Lie(π1)の降中心列による filtrationを考える。こ
の graded quotientの直和は、Lie(π1)ab が生成するリー環。ここへのガ
ロア作用はH1

etの双対への作用に一致するので、q乗フロベニウス作用の
固有値の絶対値は

√
q (weight -1部分) もしくは q(weight -2部分)。ゆえ

に、weight filtrationが定まる。）
いま、P1

0,1,∞/Qに付随するガロア表現を考え、

P := Lie(π1(P1
0,1,∞/Q, ~01)(`))

とおくと
GQ → AutP

を得る。P におけるweight filtrationと lower central filtration は Pabが
pure of weight -2であることから一致する。そして、GQ は Gr−2n

W P へ
cyclotomic characterの n乗で作用する。
P から得られるガロア加群の完全系列

0 → L2P/[L2P, L2P] → P/[L2P, L2P] → Pab → 0

は
H1(GQ, Hom(Pab, L2P/[L2P, L2P]))

をコホモロジー類を与える。金子昌信先生が次に解説する伊原康隆先生の
仕事は、「このコホモロジー類は、H1(GQ,Q`(m))に射影すると　その生
成元である Soulé cocycleとなる (m ≥ 3, 奇数)」ということを系として
含んでいる。

graded Lie環とマルセフリー環の関係だが、一般に有限生成 profinite
群Π のQ`上のマルセフ完備化を P とし、その両方の降中心列を Lであ
らわすと自然な写像Π → P(Q`)から

GrLΠ⊗Z`
Q`

∼= GrLP(Q`)

なる gradedリー環の同型が導かれる。
先の gradedリー環化をとると extensionの情報が失われるが、マルセ
フ完備化を出さずに純群論的に定式化できる上、Q`上でなくZ`上の議論
ができるという利点がある。
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